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非线性振荡电路的一种新算法

黄　
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摘　要：提出非线性振荡电路的一种新的计算方法，称之为响应频率迭代法。引进相位角作为自变函数，将非
线性振荡电路的波形泛函表示成自变函数的余弦泛函，电路的响应频率即为自变函数对自变量的一阶导数，将

电路非线性状态方程的求解归结为响应频率的确定，并用迭代法近似计算之；利用响应频率与相位角的微分关

系，计算出反变换即时间与相位角的近似关系式，从而将非线性振荡电路的波形泛函随时间变化而变化的关系

表示为以自变函数为参量的参数形式，突破摄动法的激励参数远小于１（即弱非线性）的限制，适用于强、弱
非线性电路。具体分析了一类三极管振荡电路，取激励参数为０８和１，经二次频率迭代，计算结果与数值积分
法吻合良好，但摄动法已失效。
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　　振荡电路，也叫信号发生器，是电子工程和技
术中广泛应用的模拟电子电路，如大功率的振荡

器、高频电源、低频电子技术实验、无线电广播电

视信号的发送和接收、超声波探伤等测量、自动控

制、通信和热处理等各种技术领域。

振荡电路的波形分析一般可归结为形如

ｘ̈＋ｇ（ｘ）＝εｆ（ｘ，ｘ）ｘ （１）
的微分方程的求解。其中，ｘ是电路的状态变量
（电路的波形函数），ε是调整参数。当 ｇ（ｘ）和
ｆ（ｘ，ｘ）ｘ都是其变量的解析函数时，正弦波发生器
均可由方程 （１）描述。当ｇ（ｘ）和ｆ（ｘ，ｘ）ｘ都是线
性函数时，电路是线性电路；当 ｇ（ｘ）是线性而
ｆ（ｘ，ｘ）ｘ是非线性但 ε＞０是小参数 （即 ε１）
时电路是弱非线性电路；当 ｇ（ｘ）是非线性函数或
ｆ（ｘ，ｘ）ｘ是非线性函数且 ε＞０不是小参数时，电
路称为强非线性电路。式 （１）中，

（．）＝ｄ（　）／ｄｔ，　（．．）＝ｄ２（　）／ｄｔ２

这里，ｔ是时间自变量。目前，线性电路分析法已
较完善，而一般非线性电路尚无通用精确解法。常

见的近似解法有数值积分法和解析法。数值积分法

的特点是精度高，但是离散数值结果难以描述电路

状态变量随时间的振荡变化，而且初值也难以确

定。对弱非线性电路，传统近似解析法主要有摄动

法、多尺度法、平均法和谐波平衡法等［１］。近年

陆续出现其它相关研究工作［２－１１］。

本文提出一种新的非线性振荡电路的近似分析

方法，称之为响应频率迭代法。该法同时适用于

强、弱非线性电路。本法引进相位角作为自变函

数，将强非线性振荡电路的波形泛函直接表示为自

变函数的余弦泛函，利用响应频率是相位角对时间

的导数关系，计算出反变换即自变量ｔ与自变函数
φ的近似关系式，从而将强非线性电路的波形泛函
随自变量变化而变化的关系表示为以自变函数为参

变量的参数形式，将强非线性振荡电路的分析归结

为电路的响应频率的确定，并以传统的迭代法近似

求解之。作为应用，具体分析一类三极管反馈振荡

电路，描画了电路的相轨线、时－程曲线和相－程
曲线。计算结果及几何图形显示，本文的响应频率

迭代法与数值积分的龙格 －库塔法 （精度可以任

意接近精确解）吻合良好，精度明显优于摄动法。

１　响应频率迭代法
为了便于确定电路 （１）的波形曲线，将方程

（１）变形为一阶微分方程组

ｘ＝ｙ
ｙ＝－ｇ（ｘ）＋εｆ（ｘ，ｙ）{ ｙ

（２）

即将方程 （１）在时程空间 （ｘ，ｔ）上的问题，转换
成相空间 （ｘ，ｙ）上的分析。引进相位角 φ＝φ（ｔ）
作为自变函数，振荡电路 （２）的波形假设为相位
角φ余弦泛函：

ｘ（φ）＝ａｃｏｓφ＋ｂ （３）
自变量ｔ与自变函数φ的变换关系式由微分关系式

φ＝ｄφｄｔ （４）

确定。振荡电路的响应频率为 φ，在相空间的轨
线为

ｘ（φ）＝ａｃｏｓφ＋ｂ
ｙ＝－ａφｓｉｎ{ φ

（５）

式 （３）中，常量ａ和 ｂ是待定的电路振幅和偏心
距。易知，当式 （２）中的

ｇ（ｘ）＝－ｇ（－ｘ），ｆ（ｘ，ｙ）ｙ＝ｆ（－ｘ，ｙ）ｙ
即电路 （２）是对称振子，则偏心距ｂ＝０。

式 （４）改写为

ｄｔ＝ｄφφ
上式对相位角φ由零开始积分，得时间ｔ与相位角
φ的关系式

ｔ＝ｔ（φ）＝ｔ０＋∫
φ

０

ｄθ
θ
·

（６）

式 （６）中，ｔ０ ＝ｔ（０）。于是，振荡电路的波形泛
函ｘ（φ（ｔ））随自变量ｔ的变化关系由如下的参数式
确定

ｘ（φ）＝ａｃｏｓφ＋ｂ
ｔ＝ｔ（φ{

）
（７）

　　为了确定式 （７）中的 ｔ（φ）及 ａ和 ｂ，将式
（５）代入方程组 （２）的第二式，并两边同乘以 －
ａφｓｉｎφ，然后对相位角φ由零开始积分，可得

（ａφｓｉｎφ）２ ＝２ａ∫
φ

０
［ｇ（ａｃｏｓθ＋ｂ）＋

εａｆ（ａｃｏｓθ＋ｂ，－ａθ
·

ｓｉｎθ）θ
·

ｓｉｎθ］ｓｉｎθｄθ（８）
由式 （８）可得振荡电路的响应频率为

φ＝ ２槡ａ
ａｓｉｎφ ∫

φ

０
［ｇ（ａｃｏｓθ＋ｂ）{ ＋

ａεｆ（ａｃｏｓθ＋ｂ，－ａθ
·

ｓｉｎθ）θ
·

ｓｉｎθ］ｓｉｎθｄθ}　　
１
２

（９）
分别取式 （８）中的φ＝２π和π，得

∫
２π

０
［ｇ（ａｃｏｓφ＋ｂ）＋ａεｆ（ａｃｏｓφ＋ｂ，－ａφｓｉｎφ）·

φｓｉｎφ］ｓｉｎφｄφ＝０ （１０）

８９
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∫
π

０
［ｇ（ａｃｏｓφ＋ｂ）＋

ａεｆ（ａｃｏｓφ＋ｂ，－ａφｓｉｎφ）·
φｓｉｎφ］ｓｉｎφｄφ＝０ （１１）

一般地，式 （１０）和 （１１）是 ａ和 ｂ的非线性代
数方程，联立之是否有实数解、有几组实数解，分

别对应于振荡电路是否发生振荡、出现几种波形，

ａ和ｂ分别为波形的振幅与偏心距。取式 （６）中
的φ＝２π，ｔ０ ＝０，则电路的稳态波形的周期为

Ｔ＝∫
２π

０

ｄφ
φ

（１２）

由于式 （９）给出的响应频率 φ一般难以解析显式
表示。为此，利用传统的迭代法近似求解之：以未

扰频率 φ０（ε＝０）作为响应频率迭代法的初值，此
时

φ０ ＝
２ａ槡 ０

ａ０ ｓｉｎφ ∫
φ

０
ｇ（ａ０ｃｏｓθ＋ｂ０）ｓｉｎθｄ{ }θ

１
２

（１３）
迭代法将第ｋ＋１次近似响应频率与第 ｋ次近似响
应频率的关系即迭代格式表示为

φｋ＋１ ＝
２ａｋ＋槡 １

ａｋ＋１ ｓｉｎφ ∫
φ

０
ｇ（ａｋ＋１ｃｏｓθ＋ｂｋ＋１[{ ）＋

ａｋ＋１εｆ（ａｋ＋１ｃｏｓθ＋ｂｋ＋１，－ａｋ＋１θ
·

ｋｓｉｎθ）·

θ
·

ｋｓｉｎ ]θｓｉｎθｄθ}　　
１
２

（１４）

振荡电路的ｎ阶近似波形泛函相轨线为：
ｘｎ ＝ａｎｃｏｓφ＋ｂｎ，ｙｎ ＝－ａｎφｎｓｉｎφ （１５）

式 （１５）中，ａｎ和 ｂｎ（ｎ＝１，２，…）由以下二式联
立解出：

∫
π

０
［ｇ（ａｎｃｏｓθ＋ｂｎ）＋

ａｎεｆ（ａｎｃｏｓθ＋ｂｎ，－ａｎθ
·

ｎ－１ｓｉｎθ）·

θ
·

ｎ－１ｓｉｎθ］ｓｉｎθｄθ＝０ （１６）

∫
２π

０
［ｇ（ａｎｃｏｓθ＋ｂｎ）＋

ａｎεｆ（ａｎｃｏｓθ＋ｂｎ，－ａｎθ
·

ｎ－１ｓｉｎθ）·

θ
·

ｎ－１ｓｉｎθ］ｓｉｎθｄθ＝０ （１７）
以上二式通常是ａｎ和ｂｎ非线性代数方程组，可由
数值法近似求解。类似地，ｎ阶近似的自变量
ｔｎ（φ）和振荡周期Ｔｎ分别为：

ｔｎ（φ）＝ｔ０＋∫
φ

０

ｄφ
φｎ
，

Ｔｎ ＝∫
２π

０

ｄφ
φｎ

（１８）

于是，电路的ｎ阶近似波形可写为如下参数形式

ｘｎ ＝ａｎｃｏｓφ＋ｂｎ
ｔｎ ＝ｔｎ（φ

{
）

（１９）

原则上，只要迭代次数ｋ足够大，便可满足预定的
计算精度。

关于波形的稳定性问题，可以式 （１９）确定
数值积分为初值，进行数值模拟，并借助环域定量

（Ｐｏｉｎｃａｒｅ′－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ）进行判断［１］。

２　一类三极管反馈振荡电路分析
如图１所示的三极管反馈振荡电路 （也称范

德波振子）［１］，由于串联于集电极回路中的 ＬＣ回
路与基极回路之间互感 Ｍ的存在，使回路产生自
激振荡。

图１　三极管振荡电路
Ｆｉｇ１　Ｔｒａｎｓｉｓｔｏｒｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｃｉｒｃｕｉｔ

设ＬＣ回路的电感Ｌ、电容Ｃ与电阻Ｒ中通过
的电流分别为ｉＬ，ｉＣ，ｉＲ。设Ｅａ为集电极回路中的电
势，Ｖａ，Ｖｇ分别是集电极及基极电压，ｉａ是集电极电
流，Ｍ是基极回路与ＬＣ回路之间的互感系数。

由于基极电流很小，忽略不计。回路的状态方

程为

Ｌ
ｄｉＬ
ｄｔ＝

１
Ｃ∫

ｔ

０
ｉＣｄｔ＝Ｒ·ｉＲ ＝Ｅａ－Ｖａ

Ｍ
ｄｉＬ
ｄｔ＝Ｖｇ， ｉａ ＝ｉＬ＋ｉＲ＋ｉＣ

经一系列的变量替换及数学处理，回路的状态方程

可写为

ｘ̈＝－ｘ＋ε（１－ｘ２）ｘ （２０）
式 （２０）即为著名的范德波方程，也称范德波振
子。电路只有一个平衡点 （０，０）。电路中，阻尼
（电阻）显示非线性。将式 （２０）改写为一阶微分
方程组

ｘ＝ｙ， ｙ＝－ｘ＋ε（１－ｘ２）ｙ （２１）

比较式 （２１）、（２）得ｇ（ｘ）＝ｘ．易知本三极管电
路是对称振子，式 （５）中的 ｂ＝０。由式 （１３）

９９



中山大学学报 （自然科学版） 第５５卷　

得电路的未扰（ε＝０）频率 φ０ ＝１，将之代入式
（１６）得ａ１＝２，从而由式 （１４）得一次迭代的响
应频率

φ１ ＝ １－２εｃｏｓφｓｉｎ槡 φ （２２）
电路 （２１）周期振荡一次迭代的相 －程曲线表达
式为

ｘ１ ＝ａ１ｃｏｓφ， ｙ１ ＝－ａ１φ１ｓｉｎφ

为便于解析计算电路 （２１）的二次迭代近似响应
频率 φ２，将式 （２２）展开为泰勒展开式

φ１ ＝１－εｃｏｓφｓｉｎφ－
ε２
２ｃｏｓ

２φｓｉｎ２φ＋…

取二次近似，并代入式 （１６），得

１－
ａ２２
４－

ε２
１６＋

３ε２ａ２２
１２８ ＝０ （２３）

方程 （２３）只有一个实根

ａ２ ＝２ １＋ ε２

５１２－３ε槡 ２ （２４）

将式 （２３）代入式 （１４），得二次近似的响应频率

φ２≈ １＋ ε
１０２４（５１２ａ

２
２＋４ε

２＋ε２ａ２２{ ）·

ｃｏｓφｓｉｎφ－ε
２

８（１－ａ
２
２）ｓｉｎ

２φ－

ε２ａ２２
１２ｓｉｎ

４φ＋ε
３

９６ｓｉｎφｃｏｓ
３φ＋

ε３ａ２２
２５６ｃｏｓφｓｉｎ

３φ＋
ε３ａ２２
１２８ｃｏｓ

３φｓｉｎ３ }φ
１
２
（２５）

于是，电路 （２１）稳态振荡相轨线的二次近似表
达式为

ｘ２ ＝ａ２ｃｏｓφ， ｙ２ ＝－ａ２φ２ｓｉｎφ （２６）

摄动法二次近似的振荡相轨线及响应频率如下［１］：

ｘ（ｔ）＝２ｃｏｓωｔ＋ε１４（３ｓｉｎωｔ－ｓｉｎ３ωｔ）＋

ε２
９６（－１２ｃｏｓωｔ＋１８ｃｏｓ３ωｔ－５ｃｏｓ５ωｔ），

ｙ（ｔ）＝－２ωｓｉｎωｔ＋３ωε４（ｃｏｓωｔ－ｃｏｓ３ωｔ）＋

ωε２
９６（１２ｓｉｎωｔ－５４ｓｉｎ３ωｔ＋２５ｓｉｎ５ωｔ）ω＝

１－ε２／１６ （２７）
分别取ε＝０８和１时，数值法、本法及摄动法计
算的相图比较分别见图２。

图２显示，ε＝０８时摄动法的误差十分显著，
本法与数值法几乎重合；ε＝１时摄动法与数值法
已无可比性，而本法与数值法仍吻合良好。将式

（２５）记为

图２　电路 （２１）的三种解法比较
Ｆｉｇ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｃｉｒｃｕｉｔ（２１）

φ２记为 １槡 ＋ｚ
这里，

ｚ＝－ ε１９２（９６ａ
２
２－８ε

２＋３ε２ａ２２）ｃｏｓφｓｉｎφ－

ε２
２（１－ａ

２
２）ｓｉｎ

２φ－
ε２ａ２２
３ｓｉｎ

４φ－

ε３
４８（８－３ａ

２
２）ｃｏｓφｓｉｎ

３φ＋

ε２ａ２２
８ｃｏｓ

３φｓｉｎ３φ （２８）

取１／φ２ ＝１／ １槡 ＋ｚ的二次泰勒展式

１／φ２ ＝１／ １槡 ＋ｚ≈１－１２ｚ＋
３
８ｚ

２ （２９）

将式 （２８）、（２９）代入式 （１８），并取 ａ２≈２，ε
＝１，ｔ０ ＝０，得

ｔ２ ＝ｔ２（φ）≈∫
φ

０
１－１２ｚ＋

３
８ｚ( )２ ｄφ＝

∫
φ

０
１＋ ε[ ３８４

（９６ａ２２－８ε
２＋３ε２ａ２２）ｃｏｓφｓｉｎφ＋

ε２
４（１－ａ

２
２）ｓｉｎ

２φ＋
ε２ａ２２
６ｓｉｎ

４φ＋ε
３

９６（８－３ａ
２
２）·

ｃｏｓφｓｉｎ３φ－ε
２ａ２２
１６ｃｏｓ

３φｓｉｎ３ ]φｄφ＋
３
８∫

φ

０
－ ε１９２（９６ａ

２
２－８ε

２＋３ε２ａ２２）ｃｏｓφｓｉｎ[ φ－

ε２
２（１－ａ

２
２）ｓｉｎ

２φ－
ε２ａ２２
３ｓｉｎ

４φ－

ε３
４８（８－３ａ

２
２）ｃｏｓφｓｉｎ

３φ＋

ε２ａ２２
８ｃｏｓ

３φｓｉｎ３ ]φ
２

ｄφ＝

００１
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１０５７６φ－０１８１１ｓｉｎφｃｏｓφ－
０１８１１ｓｉｎφｃｏｓφ＋０５０５２ｓｉｎ２φ＋
０３５８８ｓｉｎ３φｃｏｓφ＋００５３９ｓｉｎ５φ·
ｃｏｓφ－００８０４ｓｉｎ７φｃｏｓφ＋
００９４７ｓｉｎ５φｃｏｓ３φ＋
０００７０ｓｉｎ７φｃｏｓ３φ＋
０００７８ｓｉｎ７φｃｏｓ５φ－

０２４４４ｓｉｎ４φ＋０３５８７ｓｉｎ６φ－
０１４３２ｓｉｎ８φ＋００５００ｓｉｎ１０φ （３０）

于是振子的波形曲线二次近似的参数形式为

ｘ２（φ）＝２ｃｏｓφ
ｔ２ ＝ｔ２（φ

{
）

上式中，ｔ２（φ）如式 （３０）。振子在时 －程和
相－程空间的波形曲线见图３，它们出现明显差异
的原因是相空间与时程空间的周期各不同，分别是

２π和Ｔｎ。

图３　电路 （２１）的三种解法时－程、相－程曲线比较
Ｆｉｇ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｉｍｅｐａｔｈ

ａｎｄｐｈａｓｅｐａｔｈｃｕｒｖｅｏｆｃｉｒｃｕｉｔ（２１）

图３中，ｘ２（φ），ｙ２（φ），ｘ２（ｔ２），ｙ２（ｔ２）是本文计
算结果，ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）是数值积分的结果。图形显示，
本法的时－程曲线ｘ＝ｘ２（ｔ２）与数值法的时－程曲
线ｘ＝ｘ（ｔ）吻合良好。

本文的方法 （式 （３０）中取 φ＝２π）、数值
法和摄动法计算的极限环周期分别约为和６６５５，
６７１１。本法和摄动法与数值法的误差分别是００１
和００５６，摄动法的误差是本法的５６倍。

关于上述解答的稳定性，在相图的内外侧分别

取点 Ａ（００５，０）和 Ｂ（３，３）作为数值积分的初值，
其相轨线迅速收敛于解答 （见图４（ａ）），由环域

定理说明解答稳定。

为了进一步了解范德波振子 （２１）的特性，
以调整参数ε＝１０００进行ｒｋ法数值计算，极限环
相图如图４（ｂ）。数值结果显示，该振子的稳定性
很好，激励参数大至ε＝１０００时，响应振幅仍然
保持为无扰电路的固有振幅ａ＝２不改变 （响应频

率随激励参数的增大而增大）。这对采用该电路的

电子仪器 （如示波器等）的工作状态为何如此 稳

定，是很好的解释。

图４　电路 （２１）的极限环相图
Ｆｉｇ４　ｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆＣｉｒｃｕｉｔ（２１）

顺便指出，非线性振荡电路的响应频率关于时

间的变化是非线性的，如图５所示。电路 （２１）当
调整参数ε＝１时等时间步长数值积分法的相点分
布是很不均匀的 （见图５）。经典摄动法将响应频
率设定为与时间 （或相位）无关的常量 （如式

（２７）），与数值积分的结果明显不符，这是摄动法
只适用于小激励参数即弱非线性电路 （ε１）主
要原因之一。本法不受小参数的限制，既适用于弱

非线性、也适用于强非线性电路，且计算精度明显

优于现有的分析方法。

图５　电路 （２１）等步长的相点分布
Ｆｉｇ５　Ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｌｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈｏｆｃｉｒｃｕｉｔ（２１）

１０１
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３　结　语
文中虽然没有一般性地讨论强非线性振荡电路

（１）周期振荡的存在性、唯一性和稳定性等定性
理论的基本问题，但对具体给定的电路，前二者由

式 （１６）、（１７）联立的非线性代数方程组实根的
数目确定；后者可由本法与数值积分法相结合解

决。具体做法是，以本法给出的近似解作为数值积

分法的初值，由数值积分法描出的相轨线走向直接

判别解答的稳定性。本法集强非线性电路的定性分

析和定量计算于一身，对电路分析具有良好的理论

意义实用价值。

致谢：衷心感谢导师余顺争教授和李宁教授对

本工作的悉心指导。
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